
研究与开发研究与开发

基于预处理共轭梯度法的低复杂度信号检测算法
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摘 要：大规模多输入多输出系统中，最小均方误差信号检测算法是近似最优的，但由于其涉及矩阵求逆，计

算复杂度随着天线数量增加呈指数增长。 提出了低复杂度的预处理共轭梯度信号检测算法，该算法通过预处

理技术降低矩阵条件数，从而加快共轭梯度信号检测算法的收敛速度。 仿真结果显示，该算法在小数量的迭代

中能够达到和最小均方误差检测算法相似的误码率，算法复杂度下降了一个数量级。 相比直接用共轭梯度法，

能够更快收敛到最佳值。
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Abstract： For large-scale multiple-input multiple-output system， minimum mean square error signal detection

algorithm is near-optimal but involves matrix inversion， and complexity is growing exponentially. So less-complexity

signal detection algorithm using preconditioned conjugate gradient method was proposed， the algorithm reduced the

condition number of matrix by pretreatment technology， thus speeding up the convergence rate of conjugate gradient

signal detection algorithm. The simulation results show that the proposed algorithm can achieve the near-optimal bit

error rate performance of minimum mean square error detection algorithm with a small number of iterations， and

computation complexity reduces a order of magnitude. Compared with the conjugate gradient method， the proposed

algorithm can quickly converge to the optimum value.
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图 1 LS-MIMO 系统模型

1 引言

多输入多输出 （multiple-input multiple-output， MIMO）

技术已经成功应用在许多无线通信系统中 ［1，2］，但是受MIMO

系统中的天线数量限制 ，基站 （base station， BS）端无法服

务 更 多 数 量 的 用 户 ， 因 此 大 规 模 MIMO （large-scale

multiple-input multiple-output， LS-MIMO） 系统成为研究者

们关注的重点 ［3， 4］。 LS-MIMO 系统的突出优点是 BS 端同时

服务多个用户，目前面临的问题之一是如何在保证良好误

码率（bit error rate， BER）的前提下，降低检测算法的复杂

度。 一般考虑线性信号检测算法 ，比如迫零 （zero forcing，

ZF）检测算法和最小均方误差（minimum mean square error，

MMSE） 信号算法， 但是这两种线性算法在天线数量增大

时，计算复杂度呈指数增长 ［5］。研究人员开始考虑将线性方

程组的求解算法（比如迭代法）应用在信号检测中［6］。迭代法［7］

有参数迭代法、共轭梯度（conjugate gradient， CG）法 、共轭

残量法等，求解大型线性方程组以共轭梯度法和变形共轭

梯度法为主 ［8］，其具有存储量少、计算量少的优点。 参考文

献 ［9］ 中将纽曼级数近似 （Neumann series approximation，

NSA）算法应用在 LS-MIMO 系统中，避免了精确求逆，获得了

近似精确求逆的 BER性能；同时，参考文献［10］在LS-MIMO 系

统中应用近似矩阵求逆算法， 对比基于精确分解算法，降

低了计算复杂度 ；参考文献 ［11］在参考文献 ［9，10］的基础

上，将求解大型线性方程组的 CG 算法应用在 LS-MIMO 系

统中，相比 NSA 算法，在相同的几次迭代中能够获得近似

MMSE 的 BER 性能。

基于以上分析，针对 CG 检测算法收敛速度慢的问题，

本文提出了采用预处理共轭梯度 （preconditioned conjugate

gradient， PCG）法的低复杂度信号检测方案 ，通过适当的

预处理方法引入预处理矩阵 M，使得处理后的矩阵特征

值分布更为集中 ，降低了矩阵条件数 ，以达到加快 CG 算

法收敛速度的目的。 仿真结果证明了本文提到的 PCG 算

法经过几次迭代可以达到近似 MMSE 算法的 BER 性能 ，

在相同迭代条件下相比 CG 算法，PCG 算法能够更快收敛

到最佳值。

2 系统模型

考虑如图 1 所示的系统模型，假定发送天线和接收天

线数目分别为 Nt 和 Nr （一般来说 Nr＞＞Nt），LS-MIMO 系统

的无线信道是平坦衰落的，接收信号模型如下所示：

y=Hx+n （1）

其中，y、x 和 n 分别是 Nr×1 维接收信号列向量、Nt×1维

发送信号列向量以及 Nr×1 维独立同分布噪声信号列向

量，H 是 Nr×Nt 维平坦瑞利衰落 LS-MIMO 系统信道矩阵 ，

其中，元素 hij（i=1，…，Nr， j=1，…，Nt）均值为 0、方差为 1，假设

获得理想的信道状态信息。

在基站端的目标是从接收端 y 中解出用户端发过来

的信号 x。 根据参考文献［11］，MMSE 检测算法发射端信号

x 可以表示为：

x=（HHH+σ2INt）
-1HHy=W-1y （2）

（·）T、（·）H 和（·）-1 分别表示转置、共轭转置和矩阵求逆。

其中，y表示为：

y=HHy （3）

W 表示为：

W=HHH+σ2INt （4）

INt 表示 Nt×Nt 单位矩阵，式（2）稍作变形：

Wx=y （5）

这样信号检测算法的关键就在于求解式（5）中的线性

方程组。

3 预处理共轭梯度检测算法

MMSE 信号检测算法中 ， 求 W -1 的计算复杂度是

O（K3）（K 为发射天线数量 ），随着 K 的增长 ，复杂度呈指

数增长， 不适合应用在 LS-MIMO 系统中 。 参考文献 ［11］
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中应用 CG 信号检测算法，通过几次迭代获得了和MMSE

算法相似的 BER 性能 ，并且避免了矩阵求逆 ，算法复杂

度下降了约一个数量级。 在本节提出了基于 PCG 的信号

检测算法 ， 该算法比起直接应用 CG 信号检测算法有着

更快的收敛速度，收敛速度取决于所选取的预处理矩阵M

的好坏 。

3.1 预处理矩阵的选取

设 A 为 n 阶对称正定矩阵，考虑线性方程组（6）：

Ax=b （6）

其中，x 是未知向量，b 是右端已知向量，A=（aij）n×n 非奇

异。 一个好的预处理矩阵 M 应该具有对称正定、与线性方

程组系数矩阵 A 稀疏性相近 、预处理后的线性方程组易

于求解等特征。 本文采用矩阵分裂法获得预处理矩阵M。

矩阵分裂法中有雅可比 （Jacobi）矩阵分裂法 、高斯-赛德

尔 （Gauss-Seidel）矩阵分裂法等 ，将 A 分裂成 A=D+L+U，

其中：

D=diag（a11，a22，…，ann） （7）

L=tril（A） （8）

这里，L 为 A 的下三角矩阵， 采用 Gauss-Seidel 矩阵分

裂法，由式（7）、式（8）取 M=D+L。 根据分裂法相关性质，M 为

预处理矩阵且为对称正定矩阵，对式（6）方程组两边同乘

以 M-1 得到式（9）：

M-1Ax=M-1b （9）

设 M-1A=B，M-1b=c，将式（9）转化为：

Bx=c （10）

3.2 共轭梯度检测算法

对于任意一个 Nt×1 的非零向量 x，式（4）有：

（Hx）HHx=xH（HHH）x＞0 （11）

说明 HHH 是正定矩阵，且噪声方差 σ2 也是正定的，故

MMSE 滤波矩阵 W=HHH+σ2INt 也是正定矩阵， 本文中系数

矩阵 A=W，根据式（10），由于 B=M-1A=M-1W，易证 B 也是

正定非奇异矩阵。故考虑用 CG 法求解式（10）。将式（10）的

求解转化为求最小值问题：

min
x

（x）= 1
2
（x，Bx）-（c，x） （12）

其中，（x，y）=xHy 表示求两个向量的内积， 进而可以得

到线性方程组的负梯度为：

-▽ （x（i））=c-Bx（i）=d（i） （13）

若已知点 x（i+1）和搜索方向 d（i），则沿 d（i）进行搜索，令｛p（0），

p（1），…，p（i）｝为相对矩阵系数 B 的共轭方向，有：

（p（i））HBp（j）=0， i≠j （14）

根据不同的迭代方向，经过有限步骤可以使得 （x）最小。

因此得出 x 的估计x为：

x（i+1）=x（i）+α（i）p（i），i=0，1，2，… （15）

在这里，α（i）是一个标量，i 表示迭代次数。 在 CG 算法

中，每一个方向 p（i）都是由 p（i-1）和负梯度方向 d（i）的线性组合

组成，该方向也是最快速的下降方向。 由式（13）得出：

p（i）=d（i）+β（i-1）p（i-1） （16）

β（i-1）是一个标量，p（0）是最初的搜索方向 ，通常选初始

点的最快速的下降方向作为初始搜索方向 ［10］，p（0）=d（0）。 在本

文中，通过式（3）～式（5）可得出：

B=M-1A=M-1W （17）

c=M-1b=M-1HHy （18）

将式（17）、式（18）代入式（10）可得：

M-1Wx=M-1HHy （19）

应用 CG 算法求解式（19），引用参考文献［11］的结论，得到

基于Gauss-Seidel矩阵分裂法的 PCG信号检测算法。 首先初始

化向量：初始向量x（0）=0（全零矩阵）；误差残量 r（0）=c=M-1 HHy；

下一搜索方向 p（0）=r（0）； 迭代次数 i=0。 该算法具体计算步

骤如下。

（1）设置循环条件 r（i）≠0（全零矩阵）。

（2）计算参数 α（i）= （r（i））H（r（i））
（r（i））HM-1Wp（i）

。

（3）计算估计信号x（i+1）=x（i）+α（i）p（i）。

（4）计算误差残量 r（i+1）=r（i）-α（i）M-1Wp（i）。

（5）计算参数 β（i）= （r（i+1））H（r（i+1））
（r（i））Hr（i）

。

（6）计算下一个梯度方向 p（i+1）=r（i+1）+β（i）p（i）。

（7）迭代次数 i=i+1。

（8）重复步骤（1）～（7），继续循环，直到不满足循环条

件跳出。

（9）最终输出x=x（i+1）。

3.3 复杂度分析

本节分析 PCG 检测算法的复杂度，这里 K 指的是发射

天线数量 。 根据第 3.2 节算法步骤 ，α（i）需要 1×K 的 （r（i））H

和 K×1 的 r（i）相乘 ，和 1×K 的 （r（i））H、K×K 的 M-1W、K×1 的

p（i）相乘 ，因此计算 α（i）需要 K2+2K 次乘法 。 计算x （i+1）需要

K 次乘法 ，r（i+1）需要参数 α （i）、K×K 的 M -1W、K×1 的 p（i）相

乘，计算 r（i+1）需要 K2+K 次乘法 。 β（i）需要 1×K 的 （r（i+1））H 和

K×1 的 r（i+1）相乘，1×K 的 （r（i））H 和 K×1 的 r（i）相乘，故计算 β（i）
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图 2 不同 SNR 的矩阵条件数

表 1 基于 Gauss-Seidel 矩阵分裂的 PCG
和 CG 检测算法迭代次数对比

迭代 CG 基于 Gauss-Seidel 矩阵分裂 PCG

迭代时间／s 2.362 4 1.510 4

迭代次数／次 6 400 5 600

图 3 64PSK 调制下不同 SNR 下的 BER 对比

需要 2K 次乘法。 计算 p（i+1）需要 K 次乘法。 综上所述，CG

检测算法每一次迭代需要 2K2+7K 次乘法 。 相比 MMSE

检测算法的复杂度 O（K3），算法复杂度下降了约一个数

量级 。

预处理矩阵的目的是使得经处理后的矩阵条件数降

低。 矩阵条件数是指线性方程组（10）的解对 c 中的误差或

者不确定度的敏感性的度量，数学定义等于矩阵 B 的范数

与 B 的逆的范数的乘积，即：

cond（B）=||B||·||B-1|| （20）

其中 ， | |B | |表示 B 的范数 。 条件数事实上表示了矩

阵计算对于误差的敏感性。 B 的条件数越大，越病态 ，数

值稳定性越差； 相反，B 的条件数越小， 数值稳定性越好。

PCG 算法中矩阵条件数小于 CG 算法， 故在仿真结果中将

得到验证。

4 仿真实验与分析

根据上述理论分析，PCG 检测算法收敛速度快于 CG算

法，仿真两种信号（天线数量为 Nr×Nt=64×8 和 Nr×Nt=128×

16， 数据流 N=38 400） 得到不同信噪比 （signal-to-noise

ratio）下矩阵条件数对比，如图 2 所示。

同时给出天线数量 Nr×Nt=64×8 时的复杂度验证结

果，见表 1。

由图 2 可看出， 当天线数量一定时，PCG 检测算法条

件数小于 CG 检测算法条件数 ；当天线数量增加时 ，两种

算法的系数矩阵条件数随之增加； 同时看出 PCG 检测算

法系数矩阵条件数在天线数量增加为 Nr×Nt=128×16 时 ，

小于 CG 检测算法在天线数量 Nr×Nt=64×8 时的条件数；说

明条件数越小，数值稳定性越好，因此得出当天线数量增

加时，PCG 检测算法比 CG 检测算法的收敛速度更快。 从

表 1 可以看到， 本文提到的 PCG 检测算法无论是迭代次

数和迭代时间都比直接使用 CG 算法少， 验证了第 3.3 节

的分析。

接着给出 PCG 算法的 BER 对比 ，如图 3 和图 4 所

示 。 Nr×Nt=64×8 和 Nr×Nt=128×16， 模拟使用瑞利衰落

信道 ，分别使用 64PSK 调制和 64QAM 调制 ，迭代次数 i

分别为 2、3、5， 重发次数为 50。 为了说明本文提到的
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图 4 64QAM 调制下不同 SNR 下的 BER 对比

PCG 检测算法优越性 ，将参考文献 ［12］中的 CG 检测算

法列出 。

从图 3 和图 4 中可以看出， 两种算法经过 5 次迭代都

能够达到近似 MMSE 检测算法的 BER 性能，在相同的迭代

次数下，PCG检测算法比 CG检测算法收敛速度快。 从图 4（a）可

以看出， 当迭代次数为 3 的时候， 当 SNR=16 dB 时，PCG

算法的 BER 相比 CG 算法要少约 9×10-4。 结合图 2、图 3（b）

和图 4（b）得出：天线数的成倍增加，PCG 检测算法系数矩

阵条件数均小于 CG 检测算法 ，条件数越小 ，数值稳定性

越好，收敛速度越快，因此比起 CG 算法，PCG 检测算法有

着较好的 BER 性能。

5 结束语

本文利用预处理中的矩阵分裂法 ， 依据 MMSE 检

测算法滤波矩阵对称正定的特性 ， 将预处理技术应用

于 CG 检测算法 ，提出了预处理共轭梯度检测 （PCG）算

法 。通过仿真得出 CG 检测算法经过有限次迭代能够获

得近似 MMSE 算法的 BER 性能 ， 并且算法复杂度下降

了一个数量级 。 PCG 算法和 CG 算法复杂度相同 ，但

PCG 算法经过预处理 ，降低了矩阵条件数 ，从而加快了

收敛速度 。 因此 PCG 信号检测算法 BER 性能优于 CG

算法 。
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